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REGLA DE INTERES 
La aritmética es la más antigua y elemental rama de la matemática, utilizada en casi todo el mundo, en tareas cotidianas como contar y en los más avanzados cálculos científicos. 
Proviene de ἀριθμητικός, término de origen griego; arithmos αριθμός que quieren decir número y techne habilidad.

Estudia ciertas operaciones con los números y sus propiedades elementales. 
Tipos de números:
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(Números fundamentales: π y e) 

Historia 

En la prehistoria, la aritmética se limita al uso de números enteros, encontrados inscritos en objetos que indican una clara concepción de la suma y resta; el más conocido es el hueso Ishango de África central, que se data entre 18000 y 20000 a. C.

Hay evidencias de que los babilonios tenían sólidos conocimientos de casi todos los aspectos de la aritmética elemental en 1800 a. C., aunque los historiadores sólo pueden especular sobre los métodos utilizados para generar los resultados aritméticos - tal y como se muestra, por ejemplo, en la tablilla de arcilla Plimpton 322, que parece a ser una lista de Pitágoras triples, pero sin mostrar cómo se haya generado la lista. 
Del mismo modo, el egipcio Papiro de Ahmes (que data de ca. 1650 a. C., aunque es una copia de un antiguo texto de ca. 1850 a. C.) muestra sumas, restas, multiplicaciones y divisiones, utilizando un sistema de fracciones.

Nicomachus de Gerasa (ca. 60 - 120 a. C.) resume la filosofía de Pitágoras enfocada a los números, y sus relaciones, en su Introducción a la Aritmética. 
En esa época, las operaciones aritméticas básicas eran muy complicadas, hasta que comenzó a utilizarse el método conocido como "Método de los indios" (en latín "Modus Indorum") que se convirtió en la aritmética que hoy conocemos.
 La aritmética india era mucho más simple que la aritmética griega, debido a la simplicidad del sistema numérico indio que, además poseía el cero y una notación con valor numérico posicional. 
En el siglo VII, el obispo sirio Severo Sebhokt menciona este método con admiración, indicando no obstante que el método indio iba más allá de esa descripción. 
Los árabes aprendieron ese nuevo método y lo llamaron hesab. Fibonacci (también conocido como Leonardo de Pisa) presenta el "Método de los indios" en Europa en 1202; en su tratado Liber Abaci, Fibonacci dice que, comparado con este nuevo método, todos los demás habían sido erróneos. 
En la Edad Media, la aritmética es una de las siete artes liberales enseñada en las universidades.

Los modernos algoritmos de cálculo fueron posibles gracias a la introducción de los números árabes y la notación decimal posicional. 
Los números árabes, basados en la aritmética, fueron desarrollados por los grandes matemáticos indios Aryabhatta, Brahmagupta y Bhaskara I. 
Aryabhatta ideó la notación posicional, dando diferente valor a un número dependiendo del lugar ocupado, y Brahmagupta añadió el cero al sistema numérico indio. 
Brahmagupta desarrolló la moderna suma, resta, multiplicación y división, basadas en los números arábigos. 
A pesar de que ahora se considera elemental, su sencillez es la culminación de miles de años de desarrollo matemático. 
Por el contrario, el antiguo matemático Arquímedes dedicó todo un tratado para la elaboración de una notación con determinados números. 
El florecimiento de álgebra en el mundo medieval islámico y en el renacimiento europeo fue fruto de la enorme simplificación de las operaciones mediante la notación decimal posicional.

Operaciones básicas 

La Aritmética tiene cuatro operaciones básicas que son:

1. Suma 

2. Resta 

3. Multiplicación 

4. División 
Alas que se suelen añadir las de:
5. Potenciación 

6. Radicación 

7. Logaritmación 

A la consideración conjunta de todas estas operaciones se le conoce como cálculo aritmético.
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SUMA



3 + 2 = 5 con manzanas, un ejemplo popular en libros de texto[]
La suma o adición es la operación matemática de composición que consiste en combinar o añadir dos números o más para obtener una cantidad final o total. 
La suma también ilustra el proceso de juntar dos colecciones de objetos con el fin de obtener una sola colección. 
Por otro lado, la acción repetitiva de sumar uno, es la forma más básica de contar.

En términos más formales, la suma es una operación aritmética definida sobre conjuntos de números:

naturales, 
enteros, 
racionales, 
reales 
complejos
y también sobre estructuras asociadas a ellos, como espacios vectoriales con vectores cuyas componentes sean estos números o funciones que tengan su imagen en ellos.

Nota: En el álgebra moderna se utiliza el nombre suma y su símbolo "+" para representar la operación formal de un anillo que dota al anillo de estructura de grupo abeliano, o la operación de un módulo que dota al módulo de estructura de grupo abeliano. 
También se utiliza a veces en teoría de grupos para representar la operación que dota a un conjunto de estructura de grupo. 
En estos casos se trata de una denominación puramente simbólica, sin que necesariamente coincida esta operación con la suma habitual en números, funciones, vectores.....

PROPIEDADES DE LA SUMA 
Propiedad conmutativa: 

Si se altera el orden de los sumandos, no cambia el resultado, de esta forma, a+b=b+a. 

Propiedad asociativa:

 a+(b+c) = (a+b)+c= (a+c)+b 

Elemento neutro: 

0. Para cualquier número a, a + 0 = 0 + a = a. 

Elemento opuesto: 

Para cualquier número entero, racional, real o complejo a, existe un número −a tal que a + (−a) = (−a) + a = 0. 
Este número −a se denomina elemento opuesto, y es único para cada a. 
No existe en algunos conjuntos, como el de los números naturales. 

Propiedad distributiva:

La suma de dos números multiplicada por un tercer número es igual a la suma de cada sumando multiplicado por el tercer número. 
Por ejemplo 4 * (6+3) = 4*6 + 4*3 

Estas propiedades pueden no cumplirse en casos del límite de sumas parciales cuando tienden al infinito.

Notación

Si todos los términos se escriben individualmente, se utiliza el símbolo "+" (leído más). 
Con esto, la suma de los números 1, 2 y 4 es 1 + 2 + 4 = 7 .

También se puede emplear el símbolo "+" cuando, a pesar de no escribirse individualmente los términos, se indican los números omitidos mediante puntos suspensivos y es sencillo reconocer los números omitidos. 
Por ejemplo:

1 + 2 + 3 + ... + 98 + 99 + 100 es la suma de los cien primeros números naturales. 

2 + 4 + 8 + ... + 512 + 1024 es la suma de las diez primeras potencias de 2. 

En sumas largas o infinitas se emplea un nuevo símbolo, llamado sumatorio y se representa con la letra griega Sigma mayúscula (Σ). Por ejemplo:
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es la suma de los cien primeros números naturales. 
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es la suma de las diez primeras potencias de 2. 
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es la suma de todos los números racionales de la forma 1/k2, esta es una suma infinita la cual nunca termina, es decir se suman todos los elementos de un conjunto infinito. 

Tabla El algoritmo se construye a partir de unas tablas elementales.

	

	Tabla del 1

1

+

0

=

1

1

+

1

=

2

1

+

2

=

3

1

+

3

=

4

1

+

4

=

5

1

+

5

=

6

1

+

6

=

7

1

+

7

=

8

1

+

8

=

9

1

+

9

=

10

1

+

10

=

11


	Tabla del 2

2

+

0

=

2

2

+

1

=

3

2

+

2

=

4

2

+

3

=

5

2

+

4

=

6

2

+

5

=

7

2

+

6

=

8

2

+

7

=

9

2

+

8

=

10

2

+

9

=

11

2

+

10

=

12


	Tabla del 3

3

+

0

=

3

3

+

1

=

4

3

+

2

=

5

3

+

3

=

6

3

+

4

=

7

3

+

5

=

8

3

+

6

=

9

3

+

7

=

10

3

+

8

=

11

3

+

9

=

12

3

+

10

=

13


	Tabla del 4

4

+

0

=

4

4

+

1

=

5

4

+

2

=

6

4

+

3

=

7

4

+

4

=

8

4

+

5

=

9

4

+

6

=

10

4

+

7

=

11

4

+

8

=

12

4

+

9

=

13

4

+

10

=

14


	Tabla del 5

5

+

0

=

5

5

+

1

=

6

5

+

2

=

7

5

+

3

=

8

5

+

4

=

9

5

+

5

=

10

5

+

6

=

11

5

+

7

=

12

5

+

8

=

13

5

+

9

=

14

5

+

10

=

15



	Tabla del 6

6

+

0

=

6

6

+

1

=

7

6

+

2

=

8

6

+

3

=

9

6

+

4

=

10

6

+

5

=

11

6

+

6

=

12

6

+

7

=

13

6

+

8

=

14

6

+

9

=

15

6

+

10

=

16


	Tabla del 7

7

+

0

=

7

7

+

1

=

8

7

+

2

=

9

7

+

3

=

10

7

+

4

=

11

7

+

5

=

12

7

+

6

=

13

7

+

7

=

14

7

+

8

=

15

7

+

9

=

16

7

+

10

=

17


	Tabla del 8

8

+

0

=

8

8

+

1

=

9

8

+

2

=

10

8

+

3

=

11

8

+

4

=

12

8

+

5

=

13

8

+

6

=

14

8

+

7

=

15

8

+

8

=

16

8

+

9

=

17

8

+

10

=

18


	Tabla del 9

9

+

0

=

9

9

+

1

=

10

9

+

2

=

11

9

+

3

=

12

9

+

4

=

13

9

+

5

=

14

9

+

6

=

15

9

+

7

=

16

9

+

8

=

17

9

+

9

=

18

9

+

10

=

19


	Tabla del 10

10

+

0

=

10

10

+

1

=

11

10

+

2

=

12

10

+

3

=

13

10

+

4

=

14

10

+

5

=

15

10

+

6

=

16

10

+

7

=

17

10

+

8

=

18

10

+

9

=

19

10

+

10

=

20




Realizar una suma 

Y se procede de la siguiente manera para sumas de varios números, llamados "sumandos".

Los sumandos se colocan en filas sucesivas ordenando las cifras en columnas empezando por la derecha con la cifra de las unidades, a la izquierda las decenas, la siguiente las centenas, la siguiente los millares etc.

La suma de los números 750 + 1583 + 69 se ordenarían de la siguiente forma:
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Se suman en primer lugar las cifras de la columna de las unidades según las tablas elementales colocando en el resultado la cifra de unidades que resulte; cuando estas unidades sean más de 10 las decenas se acumulan como un sumando más en la fila de acarreo
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en la columna de las decenas, procediendo entonces a la suma de esa columna como si fueran unidades.
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Se procede de igual forma con la columna de las decenas, acarreo incluido, colocando en la fila de acarreo sobre la columna de las centenas las decenas (de unidades de decenas).
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Se procede de igual forma con todas las columnas, añadiendo a la columna última de la izquierda las decenas de la columna anterior en vez de subir a la fila de acarreo.

[image: image10.png]ot Qe

|

oo o0 o T =

| o w o

+— acarreo

«—— 1° sumando
«—— 2° sumando
«—— 3° sumando
—— total




el aspecto de la realización de la suma sin las anotaciones auxiliares seria el siguiente:
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Otra forma de representar la tabla de sumar es en forma de tabla. 
En esta representación, la primera fila y la primera columna contienen los números que se van a sumar, y en la intersección de cada fila con cada columna se muestra la suma de ambos números.

	+
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17

	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19

	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20


RESTA
La resta o sustracción es una de las cuatro operaciones básicas de la aritmética, se trata de una operación de descomposición que consiste en, dada cierta cantidad, eliminar una parte de ella y el resultado se conoce como diferencia.

Es la operación inversa a la suma. Por ejemplo, si a+b=c, entonces c–b=a.

En la resta, el primer número se denomina minuendo y el segundo es el sustraendo. 
El resultado de la resta se denomina diferencia.

En el conjunto de los números naturales, N, sólo se pueden restar dos números si el minuendo es mayor que el sustraendo. 
De lo contrario, la diferencia sería un número negativo, que por definición estaría excluido del conjunto. 
Esto es así para otros conjuntos con ciertas restricciones, como los números reales positivos.

En matemáticas avanzadas no se habla de "restar" sino de "sumar el opuesto". 
En otras palabras, no se tiene a – b sino a + (–b), donde –b es el elemento opuesto de b respecto de la suma.

Lo que implica la ampliación del conjunto de los números naturales con un nuevo concepto de número, el conjunto de los números enteros, que incluye a los naturales.

Tabla de restar  Las tablas se leen De --- a ---- igual a ----

	

	De 1 - 1 = 0
	De 2 - 2 = 0
	De 3 - 3 = 0
	De 4 - 4 = 0
	De 5 - 5 = 0
	De 6 - 6 = 0
	De 7 - 7 = 0
	De 8 - 8 = 0
	De 9 - 9 = 0

	2 - 1 = 1
	3 - 2 = 1
	4 - 3 = 1
	5 - 4 = 1
	6 - 5= 1
	7 - 6 = 1
	8 - 7 = 1
	9 - 8 = 1
	10 - 9 = 1

	3 - 1 = 2
	4 - 2 = 2
	5 - 3 = 2
	6 - 4 = 2
	7 - 5 = 2
	8 - 6 = 2
	9 - 7 = 2
	10 - 8 = 2
	11 - 9 = 2

	4 - 1 = 3
	5 - 2 = 3
	6 - 3 = 3
	7 - 4 = 3
	8 - 5 = 3
	9 - 6 = 3
	10 - 7 = 3
	11 - 8 = 3
	12 - 9 = 3

	5 - 1 = 4
	6 - 2 = 4
	7 - 3 = 4
	8 - 4 = 4
	9 - 5 = 4
	10 - 6 = 4
	11 - 7 = 4
	12 - 8 = 4
	13 - 9 = 4

	6 - 1 = 5
	7 - 2 = 5
	8 - 3 = 5
	9 - 4 = 5
	10 - 5 = 5
	11 - 6 = 5
	12 - 7 = 5
	13 - 8 = 5
	14 - 9 = 5

	7 - 1 = 6
	8 - 2 = 6
	9 - 3 = 6
	10 - 4 = 6
	11 - 5 = 6
	12 - 6 = 6
	13 - 7 = 6
	14 - 8 = 6
	15 - 9 = 6

	8 - 1 = 7
	9 - 2 = 7
	10 - 3 = 7
	11 - 4 = 7
	12 - 5 = 7
	13 - 6 = 7
	14 - 7 = 7
	15 - 8 = 7
	16 - 9 = 7

	9 - 1 = 8
	10 - 2 = 8
	11 - 3 = 8
	12 - 4 = 8
	13 - 5 = 8
	14 - 6 = 8
	15 - 7 = 8
	16 - 8 = 8
	17 - 9 = 8


Se procede colocando el minuendo encima del sustraendo, ordenando las cifras en columnas de derecha a izquierda según el orden de unidades, decenas, centenas etc. igual que en la suma.
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Una resta de ejemplo

La resta de los números 1419 y 751 se ordenarían de la siguiente forma:

Se aplica la tabla elemental en la columna de las unidades, teniendo en cuenta que si la cifra del minuendo es menor que la del sustraendo se suma a la cifra 10 unidades, colocando en la línea de acarreo sobre las centenas un 1, que se suma a la cifra del sustraendo de las centenas, procediendo de igual forma en la columna de las unidades de millar.

La cifra 0 en el minuendo se considera como un 10, mientras que en el sustraendo no tiene ningún efecto.

La comprobación del resultado como "Resto o Diferencia" se hace sumando dicho resultado con el sustraendo. 
El resultado de dicha suma debe de ser el minuendo. 
Por ejemplo: 
En toda resta se cumple: 
Sustraendo + Diferencia = Minuendo. 
Así, por ejemplo la verdadera resta: 1007 – 428 = 579. 
Y al aplicar la fórmula anterior para averiguar si está bien o saber un término sin hallar: 428 + 579 =1007.

El método usado en América es el siguiente:

En el caso de que una cifra del minuendo sea menor que la del sustraendo, se decrementa en una unidad la cifra del minuendo que está inmediatamente a la izquierda de la que estamos tratando y se suma 10 a la cifra del minuendo tratada.

Por ejemplo, 1419 – 751 = 668. 
Empezaremos por las unidades, 9 – 1, que no presentan ningún problema quedando 9 – 1 = 8. 
En el caso de las decenas, tenemos 1 – 5 y como la cifra del minuendo es menor que la del sustraendo, restamos una unidad de las centenas del minuendo (4 – 1 = 3) y sumamos 10 a las decenas del minuendo (10 + 1 = 11), quedando 11 – 5 = 6. 
Para las centenas, tenemos 3 – 7 y como antes, restamos una unidad a las unidades de millar (1 – 1 = 0) y sumamos 10 a las centenas (10 + 3 = 13), quedando 13 – 7 = 6. 
Al haber hecho 0 las unidades de millar (0 – 0 = 0) da por finalizado el algoritmo dando como resultado 668.

En Europa se usa el mismo método que en América con la diferencia siguiente:

En el caso de que una cifra del minuendo sea menor que la del sustraendo, se incrementa en una unidad la cifra del sustraendo que está inmediatamente a la izquierda de la que estamos tratando y se suma 10 a la cifra del minuendo tratada.

Para el mismo ejemplo, 1419 – 751 = 668. 
Empezaremos por las unidades, 9 – 1, que no presentan ningún problema quedando 9 – 1 = 8. 
En el caso de las decenas, tenemos 1 – 5 y como la cifra del minuendo es menor que la del sustraendo, sumamos una unidad a las centenas del sustraendo (7 + 1 = 8) y sumamos 10 a las decenas del minuendo (10 + 1 = 11), quedando 11 – 5 = 6. 
Para las centenas, tenemos 4 – 8 y como antes, sumamos una unidad a las unidades de millar (0 + 1 = 1) y sumamos 10 a las centenas (10 + 4 = 14), quedando 14 – 8 = 6. 
En el caso de las unidades de millar, que no presentan problema, queda 1 – 1 = 0 finalizando el algoritmo dando como resultado 668.

Resta: Acción de quitar. 
El ejemplo siguiente no sería correcto con el método usado en América: 1007-428=679. 
Elresultado correcto sería 579. ¿por qué?

MULTIPLICACIÓN
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Propiedad conmutativa:  3 × 4 = 12 = 4 × 3  


Doce elementos pueden ser ordenados en tres filas de cuatro, o cuatro columnas de tres.

La multiplicación es una operación aritmética de composición que consiste en sumar reiteradamente la primera cantidad tantas veces como indica la segunda. 
Así, 4 × 3 = 4 + 4 + 4. 
La multiplicación está asociada al concepto de área geométrica.

El resultado de la multiplicación de varios números se llama producto. 
Los números que se multiplican se llaman factores o coeficientes, e individualmente: multiplicando (número a sumar) y multiplicador (veces que se suma el multiplicando). 
Aunque esta diferenciación en algunos contextos puede ser superflua cuando en el conjunto donde esté definido el producto se tiene la propiedad conmutativa de la multiplicación (por ejemplo, en los conjuntos numéricos). 
En Álgebra Moderna se suele usar la denominación Cociente o multiplicación con su notación habitual "·" para designar la operación externa en un módulo, para designar también la segunda operación que se define en un anillo (aquella para la que no está definido el elemento inverso del 0), o para designar la operación que dota a un conjunto de estructura de grupo.

Por ejemplo:

12 multiplicando x4 Multiplicador de factores 48 Producto

Notación 

La multiplicación se indica con el aspa × o el punto centrado ·. 
En ausencia de estos caracteres se suele emplear el asterisco *, sobre todo en computación (este uso tiene su origen en FORTRAN), pero está desaconsejado en otros ámbitos y sólo debe utilizarse cuando no hay otra alternativa. 
A veces se utiliza la letra x, pero esto es desaconsejable porque crea una confusión innecesaria con la letra que normalmente se asigna a una incógnita en una ecuación. 
Por último, se puede omitir el signo de multiplicación a menos que se multipliquen números o se pueda generar confusión sobre los nombres de las incógnitas, constantes o funciones (por ejemplo, cuando el nombre de alguna incógnita tiene más de una letra y podría confundirse con el producto de otras dos).

Si los factores no se escriben de forma individual y están definidos dentro de un vector, se puede escribir el producto mediante una elipsis, es decir, escribir explícitamente los primeros términos y los últimos, o, en caso de un producto de infinitos términos (o productos infinitos), sólo los primeros, y sustituir los demás por unos puntos suspensivos. 
Esto es análogo a lo que se hace con otras operaciones aplicadas a infinitos números (como las sumas). [El producto de infinitos términos se define como el límite del producto de los n primeros términos cuando n crece indefinidamente].

Así, el producto de todos los números naturales desde el 1 hasta el 100 se puede escribir:
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Esto también se puede denotar escribiendo los puntos suspensivos en la parte media de la línea de texto:

[image: image15.png]



En cualquier caso, deben estar claros cuáles son los términos omitidos.

Por último, se puede denotar el producto mediante el símbolo productorio, que proviene de la letra griega Π (Pi mayúscula).

Esto se define así:
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El subíndice i indica una variable que recorre los números enteros desde un valor mínimo (m, indicado en el subíndice) y un valor máximo (n, indicado en el superíndice).

Definición
La multiplicación de dos números enteros n y m se expresa como:
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Ésta no es más que una forma de simbolizar la expresión "sumar m a sí mismo n veces". 
Puede facilitar la comprensión el expandir la expresión anterior:

m×n = m + m + m +...+ m 

tal que hay n sumandos. 
Así, por ejemplo:

5×2 = 5 + 5 = 10 

2×5 = 2 + 2 + 2 + 2 + 2 = 10 

4×3 = 4 + 4 + 4 = 12 

m×6 = m + m + m + m + m + m = 6m 

Propiedades 

Propiedad conmutativa 

Utilizando esta definición, es fácil demostrar algunas propiedades interesantes de la multiplicación. 
Como indican los dos primeros ejemplos, el orden en que se multiplican dos números es irrelevante, lo que se conoce como propiedad conmutativa, y se cumple en general para dos números cualesquiera x é y:

x·y = y·x 

Propiedad asociativa 

La multiplicación también cumple la propiedad asociativa, que consiste en que, para tres números cualesquiera x, y, z, se cumple:

(x·y)z = x(y·z) 

En la notación algebraica, los paréntesis indican que las operaciones dentro de los mismos deben ser realizadas con preferencia a cualquier otra operación.

Propiedad distributiva 

La multiplicación también tiene lo que se llama propiedad distributiva con la suma, porque:

x·(y + z) = xy + xz 

Asimismo:

(x + t)(y + z) = x(y + z) + t(y + z) = xy + xz + ty + tz 

Elemento neutro 

También es de interés que cualquier número multiplicado por 1 es igual a sí mismo:

1·x = x 

es decir, la multiplicación tiene un elemento neutro que es el 1.

Cero 
¿Qué ocurre con el cero? 
La definición inicial no ayuda mucho porque 1 es mayor que 0. 
De hecho, es más fácil definir el producto por cero utilizando la segunda definición:

m·0 = m + m + m +...+ m 

donde hay cero sumandos. 
La suma de cero veces m es cero, así que

m·0 = 0 

sin importar lo que valga m, siempre que sea finito.

Producto de números negativos 

El producto de números negativos también requiere reflexionar un poco. 
Primero, considérese el número -1. 
Para cualquier entero positivo m:

(-1)m = (-1) + (-1) +...+ (-1) = -m 

Éste es un resultado interesante que muestra que cualquier número negativo no es más que un número positivo multiplicado por -1. 
Así que la multiplicación de enteros cualesquiera se puede representar por la multiplicación de enteros positivos y factores -1. 
Lo único que queda por definir es el producto de (-1)(-1):

(-1)(-1) = -(-1) = 1 

Desde números enteros a números complejos 

De esta forma, se define la multiplicación de dos enteros. 
Las definiciones pueden extenderse a conjuntos cada vez mayores de números: primero el conjunto de las fracciones o números racionales, después a todos los números reales y finalmente a los números complejos y otras extensiones de los números reales.

Los estudiantes a veces se quedan sorprendidos cuando se les dice que el producto vacío, es decir, multiplicar cero factores, vale 1.

Definición recursiva 

Una definición recursiva de la multiplicación puede darse según estas reglas:

x·0 = 0 

x·y = x + x·(y-1) 

donde x es una cantidad arbitraria e y es un número natural. 
Una vez el producto está definido para los números naturales, se puede extender a conjuntos más grandes, como ya se ha indicado anteriormente.

Cálculo de un producto 

Consideremos un anillo R y la categoría de R-módulos a izquierda. 
En este caso la suma directa existe y es única. 
La construcción se puede hacer de la siguiente manera: sea (A_i)_{i \in I} una familia de R-módulos a izquierda, entonces S := \{ (a_i)_{i \in I}: a _i \in A_i y excepto un número finito todos los ai son cero} y f_i: A_i \to S es la inclusión de Ai en la i-ésima coordenada. 

La suma de elementos de S es coordenada a coordenada y el producto de un elemento de R por uno de S, también es coordenada a coordenada.

Un caso particular de lo anterior es cuando R es cuerpo, es decir cuando estamos en la categoría de espacios vectoriales sobre un cuerpo dado. 
En este caso, dado V espacio vectorial y W, U dos subespacios de V, tales que W \cap U= \{0\}, podemos definir la suma directa interna, denotada W \oplus U, como el subespacio generado por W y U. 
No es difícil probar que este subespacio es isomorfo a la suma directa definida en el punto anterior. 

Tabla de multiplicar

Las tablas de multiplicar se usan para definir la operación binaria del producto para un sistema algebraico. 
Según la correspondencia matemática:
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de modo que a cada par ordenado (a, b) de números naturales se le asocio un tercer natural c, que es el producto de los dos primeros.

Las tablas de multiplicar se aprenden en los colegios mediante la memorización de los productos de un número entre 1 y 10 por los sucesivos números entre 1 y 10.

Conocida esta tabla y por el Algoritmo de multiplicación, se pueden realizar multiplicaciones de cualquier número de cifras, incluso aunque estas cifras tengan parte decimal.

	Tabla de multiplicar

	Tabla del 1

1

×

0

=

0

1

×

1

=

1

1

×

2

=

2

1

×

3

=

3

1

×

4

=

4

1

×

5

=

5

1

×

6

=

6

1

×

7

=

7

1

×

8

=

8

1

×

9

=

9

1

×

10

=

10


	Tabla del 2

2

×

0

=

0

2

×

1

=

2

2

×

2

=

4

2

×

3

=

6

2

×

4

=

8

2

×

5

=

10

2

×

6

=

12

2

×

7

=

14

2

×

8

=

16

2

×

9

=

18

2

×

10

=

20


	Tabla del 3

3

×

0

=

0

3

×

1

=

3

3

×

2

=

6

3

×

3

=

9

3

×

4

=

12

3

×

5

=

15

3

×

6

=

18

3

×

7

=

21

3

×

8

=

24

3

×

9

=

27

3

×

10

=

30


	Tabla del 4

4

×

0

=

0

4

×

1

=

4

4

×

2

=

8

4

×

3

=

12

4

×

4

=

16

4

×

5

=

20

4

×

6

=

24

4

×

7

=

28

4

×

8

=

32

4

×

9

=

36

4

×

10

=

40


	Tabla del 5

5

×

0

=

0

5

×

1

=

5

5

×

2

=

10

5

×

3

=

15

5

×

4

=

20

5

×

5

=

25

5

×

6

=

30

5

×

7

=

35

5

×

8

=

40

5

×

9

=

45

5

×

10

=

50



	Tabla del 6

6

×

0

=

0

6

×

1

=

6

6

×

2

=

12

6

×

3

=

18

6

×

4

=

24

6

×

5

=

30

6

×

6

=

36

6

×

7

=

42

6

×

8

=

48

6

×

9

=

54

6

×

10

=

60


	Tabla del 7

7

×

0

=

0

7

×

1

=

7

7

×

2

=

14

7

×

3

=

21

7

×

4

=

28

7

×

5

=

35

7

×

6

=

42

7

×

7

=

49

7

×

8

=

56

7

×

9

=

63

7

×

10

=

70


	Tabla del 8

8

×

0

=

0

8

×

1

=

8

8

×

2

=

16

8

×

3

=

24

8

×

4

=

32

8

×

5

=

40

8

×

6

=

48

8

×

7

=

56

8

×

8

=

64

8

×

9

=

72

8

×

10

=

80


	Tabla del 9

9

×

0

=

0

9

×

1

=

9

9

×

2

=

18

9

×

3

=

27

9

×

4

=

36

9

×

5

=

45

9

×

6

=

54

9

×

7

=

63

9

×

8

=

72

9

×

9

=

81

9

×

10

=

90


	Tabla del 10

10

×

0

=

0

10

×

1

=

10

10

×

2

=

20

10

×

3

=

30

10

×

4

=

40

10

×

5

=

50

10

×

6

=

60

10

×

7

=

70

10

×

8

=

80

10

×

9

=

90

10

×

10

=

100




Siendo esta una de las cantinelas más repetidas en los colegios primarios, donde los alumnos repiten a coro, siguiendo las indicaciones del maestro la tabla de multiplicar:

siete por uno siete, 

siete por dos catorce, 

siete por tres veintiuno, 

siete por cuatro veintiocho, 

... , 

siete por diez setenta. 

Esta cantinela infantil, esta recogida en la literatura de distintas épocas, y en canciones infantiles, que forman parte del bagaje cultural e histórico, independientemente de su sentido matemático en las operaciones aritméticas.

La tabla de multiplicar por coordenadas cartesianas
	×
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	2
	4
	6
	8
	10
	12
	14
	16
	18
	20

	3
	3
	6
	9
	12
	15
	18
	21
	24
	27
	30

	4
	4
	8
	12
	16
	20
	24
	28
	32
	36
	40

	5
	5
	10
	15
	20
	25
	30
	35
	40
	45
	50

	6
	6
	12
	18
	24
	30
	36
	42
	48
	54
	60

	7
	7
	14
	21
	28
	35
	42
	49
	56
	63
	70

	8
	8
	16
	24
	32
	40
	48
	56
	64
	72
	80

	9
	9
	18
	27
	36
	45
	54
	63
	72
	81
	90

	10
	10
	20
	30
	40
	50
	60
	70
	80
	90
	100


Otra forma de representar la tabla de multiplicar, es por coordenadas cartesianas, el uso de esta tablas en la que la primera fila y la primera columna contienen los números que se van a multiplicar, y en la intersección de cada fila y cada columna esta el producto del número de su fila por el número de su columna.

Esta representación de la tabla de multiplicar es más compacta que la anterior, y permite ver algunas propiedades de la multiplicación, la propiedad conmutativa, el orden de los factores no altera el producto, por ejemplo el 5·3 es igual a 3·5, esto hace que este cuadro sea una matriz simétrica, los valores situados a un lado otro de la diagonal que une el 1 y el 100, son iguales.

Esta simetría se puede ver también al comprobar que las filas y las columnas de un mismo número son iguales, si vemos la fila del tres, presenta la secuencia: 3, 6, 9, 12..., y si miramos la columna del tres tenemos la misma secuencia 3, 6, 9 ..., esto se, si cambiamos las filas por las columnas la tabla no varia, esto se debe a la propiedad conmutativa de la multiplicación.

La diagonal principal, recoge los cuadrados de los números, en esta diagonal la fila es igual a la columna, por lo que tenemos que:
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La distribución de los números a un lado y otro de esta diagonal también es simétrica según nos alejamos de ella.
DIVISIÓN 
La división es una operación aritmética de descomposición que consiste en averiguar cuántas veces un número (el divisor) está contenido en otro número (el dividendo). 
La división es una operación matemática, específicamente, de aritmética elemental, inversa de la multiplicación y puede considerarse también como una resta repetida.

Al resultado entero de la división se denomina cociente y si la división no es exacta, es decir, el divisor no está contenido un número exacto de veces en el dividendo, la operación tendrá un resto o residuo, donde:
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Que también puede expresarse:

dividendo = cociente × divisor + resto 

Tabla

El algoritmo se construye a partir de una tabla elemental, que es inversa de la de multiplicar.

La lectura de la tabla es, por ejemplo, 10 : 5 = 2, leído: «diez entre cinco igual a dos» o, bien «diez dividido cinco es igual a dos».
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Ejemplo de una división.

Algoritmo de división

Un algoritmo para dividir dos números, por ejemplo 8593 (dividendo) y 23 (divisor), es el siguiente:

Se escribe el dividendo a la izquierda y el divisor a la derecha, contenido en una escuadra abierta hacia la derecha o galera.

Se toma la primera cifra del dividendo (8) y se divide por la primera del divisor (2). 
En el caso de que la primera cifra del dividendo sea menor que la del divisor se toman dos cifras del dividendo.

Ahora se trata de encontrar el máximo cociente que multiplicado por el divisor sea menor que las dos primeras cifras del dividendo (o tres en el caso señalado).

Puesto que 8:2=4, se multiplica 4x23=92, que excede a 85 (es decir, 92>85), por lo que se toma una unidad inferior, en este caso 3. 
En efecto, 3x23=69. 
Este producto se resta de las dos primeras cifras (o tres en el caso señalado), obteniendo 85-69=16.

A este resto se le añade la cifra siguiente del dividendo, 9. 
Con dicho número, 169, se procede de igual manera que con las primeras cifras, y sucesivamente con todas las cifras del dividendo.

Las dos primeras, en este caso, 1<2. 16:2=8. 8x23=184; 169<184. 
Por lo que consideramos una unidad menos, 7x23=161, cuyo resto con 169 es 8. 
Se "baja" ahora la cifra siguiente del dividendo 3, formándose ahora el número 83. 8:2=4; 4x23=92; 83<92. 
Se toma el 3. 3x23=69; 83-69=14.

Al no haber más cifras del dividendo, este 14 es el resto, que siempre ha de ser menor que el divisor.

El resultado es el siguiente: 8593 dividido por 23 da un cociente de 373 y un resto de 14; donde se ha de verificar que: 373x23+14=8593.

Algoritmo de la división

Hallemos la división de dividendo 948 y divisor 32. 
La disposición y algoritmo se describen abajo, siendo el resultado: cociente 29, y resto 20.
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Donde la primera cifra del cociente, "2", es el número que multiplicado por el divisor se aproxima más por defecto a las dos primeras cifras, como número, del dividendo; las cifras "30" que se sitúan debajo es el resto, que representa la diferencia entre dicha multiplicación "64" y las dos primeras cifras del dividendo "94"; (si fuera necesario para poder realizar la multiplicación por defecto, se podrían tomar una cifra más del dividendo).

A dichas cifras "30" se le añade la cifra posterior derecha de del dividendo "8", que, tomado como número 308, se constituye en nuevo dividendo al que se le aplica el mismo procedimiento, dando un nuevo cociente como cifra "9" y un resto de 20. 
El resultado cociente es el número formado por las dos cifras 29.

Comprobación:

29 * 32 + 20 = 948
Esta es una de las maneras por las que se puede verificar si está bien realizada la división.

La división entre otros objetos matemáticos

División de monomios

Para dividir dos monomios se dividen sus coeficientes y se restan los exponentes de la parte literal. 
Si la división de los coeficientes no es exacta, se suele representar como fracción.

División de un polinomio por un monomio

Se divide cada término del polinomio por el monomio, separando los coeficientes parciales con sus propios signos.

División de polinomios

Regla para la división de dos polinomios:

Se ordenan los polinomios dados con respecto a una letra. Si falta algún término para ordenar el dividendo, se deja el espacio o se pone cero. 

Se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor. 

Se multiplica este cociente por cada término del divisor y este producto se resta del dividendo. 

A la diferencia obtenida se le agrega el siguiente término del dividendo y se repite la operación hasta que se hayan dividido todos los términos del dividendo. 

Existen otros algoritmos para dividir polinomios, como el de Horner, el de Ruffini o el teorema del resto. 
Algunos de estos métodos sólo son aplicables a ciertos tipos de polinomios.
Monomio:

Producto de un número cualquiera, llamado coeficiente, por una o varias letras, llamadas indeterminadas, afectadas de exponentes naturales
Polinomio:

Suma algebraica de dos o más monomios no semejantes.
Criterios de divisibilidad

Un número es divisible por 2 si es par (su última cifra es 2, 4, 6, 8 ó 0). 

Un número es divisible por 3 si la suma de sus cifras es múltiplo de 3. 

Un número es divisible por 4 si el número formado por las últimas dos cifras es múltiplo de 4 o termina en doble 0. 

Un número es divisible por 5 si termina en 0 o en 5. 

Un número es divisible por 6 si es divisible por 2 y 3. 

Un número es divisible por 7 cuando la diferencia entre el número sin la cifra de las unidades y el doble de la cifra de las unidades es cero o múltiplo de 7. 

Un número es divisible por 8 si el número formado por las últimas tres cifras es múltiplo de 8. 

Un número es divisible por 9 si la suma de sus cifras es múltiplo de 9. 

Un número es divisible por 10 si termina en 0. 

Un número es divisible por 11 cuando la diferencia entre la suma de los valores absolutos de las cifras de los lugares pares y la suma de los valores absolutos de los lugares impares, en el sentido posible, es múltiplo de 11. 

Un número es divisible por 12 si es divisible por 3 y 4. 

Estos criterios sirven en particular para descomponer los enteros en factores primos, lo que se usa en cálculos como el mínimo común múltiplo o el máximo común divisor.

POTENCIACIÓN

La potenciación es una operación matemática, que se nota como an, y que se lee "a elevado a n", que involucra dos números: la base a y el exponente n. 

Su definición varía según el conjunto numérico al que pertenezca el exponente:

Cuando el exponente es un número natural, la potenciación corresponde a una multiplicación de varios factores iguales: el exponente determina la cantidad de veces que la base se multiplica por sí misma. 

Por ejemplo: [image: image32.png]
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En general: 
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cuando el exponente es un entero negativo -p, una potencia que tenga exponente negativo es el resultado de elevar la fracción inversa de la base 1/a al exponente positivo p. 
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cuando el exponente es una fracción irreducible m/n, se define 
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La definición de potenciación puede extenderse a exponentes reales, complejos o incluso matriciales.

Como caso especial, destacar que cualquier número (salvo el 0) elevado a 0 da 1. 

El caso particular de 00, en principio, no está definido (ver en Cero). 

Sin embargo, también se puede definir como 1 si nos atenemos a la idea de producto vacío o simplemente por analogía con el resto de números.

Propiedades de la potenciación 

Las propiedades de la potenciación son las que permiten resolver por diferentes métodos una potencia. 

Estas son:

Potencia de exponente 0 

Una de las definiciones de la potenciación, por recursión, es la siguiente:

x1 = x 
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Si en la segunda expresión se toma a=1, se tiene que x¹ = x·x0. 

Al dividir los dos términos de la igualdad por x (que se puede hacer siempre que x sea distinto de 0), queda que x0=1.

Así, toda potencia de exponente 0 y base distinta de 0 es igual a 1

pero recuerden que a debe pertenecer por obligacion a los reales

[image: image37.png]


si se cumple que [image: image38.png]a#




00 es una indeterminación. 

Que puede relacionarse con la indeterminación [image: image39.png]


dado que
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Potencia de exponente 1 

Toda potencia de exponente 1 es igual a la base.
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ejemplo:
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El producto de dos o más potencias de igual base a es igual a la potencia de base a y exponente igual a la suma de los correspondientes exponentes. 

Se coloca la misma base y se suman los exponentes.
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ejemplos:
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todo número a la potencia 0 es igual a 1

ejemplos:

5^0 = 1

División de potencias de igual base 

La división de dos potencias de igual base a es igual a la potencia de base a y exponente igual a la resta de los exponentes respectivos. 

Se coloca la misma base y se restan los exponentes.
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Potencia de un producto 

La potencia de un producto de base (a·b) y de exponente "n" es igual a la potencia "a" a la "n" por "b" a la "n". 

Cada base se multiplica por el exponente.
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Potencia de una potencia 

La potencia de una potencia de base a es igual a la potencia de base a elevada a la multiplicación de ambos exponentes. 

Se coloca la misma base y se multiplican los exponentes. 

Así se obtiene esta potencia
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Propiedad distributiva 

La potenciación es distributiva con respecto a la multiplicación y a la división, pero no lo es con respecto a la suma ni a la resta.

Es distributiva con respecto a la multiplicación y división:

[image: image48.png]
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Propiedades que no cumple la potenciación 

No es distributiva con respecto a la adición y sustracción:

[image: image50.png]
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No cumple la propiedad conmutativa, exceptuando aquellos casos en que base y exponente tienen el mismo valor o son equivalentes. 

En general, [image: image52.png]a’ # b°




Tampoco se cumple la propiedad asociativa:

[image: image53.png]



Potencia de base 10 

Normalmente, las potencias con base 10, por la cantidad que represente el exponente, esa será la cantidad de ceros en el resultado. 

El resto de la base, para sacar el resultado el número se multiplica por sí mismo cuantas veces indique el exponente. 

Ejemplo 102=100. 105=100000

Potencia de números complejos 

Para cualquiera de los números reales [image: image54.png]


  se tiene la identidad:
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Gráfico 

[image: image146.png]





gráfico de Y = X2
El gráfico de una potencia par tiene la forma de una parábola. 

Su extremo está en el punto (0, 0), a menos que el gráfico sea trasladado. 

Su sentido de crecimiento es positivo en ambas direcciones

Dicho gráfico es continuo y derivable para todos los reales.

[image: image147.png]





gráfico de Y = X3
Por otra parte, el gráfico de una potencia impar puede describirse como una parábola de la cual una mitad crece en una dirección y la otra crece en la dirección opuesta. 

Su extremo es también el (0, 0), pero crece en ambos sentidos del infinito, en el primer y tercer cuadrante.

RADICACION

Calculo de la raiz cuadrada

cuadrada es un numero potenciado menor que el numero a encontrar, Para resolver la raíz cuadrada, en los números reales existen varios algoritmos, siendo el más conocido el método de resolución.

En este artículo se presentan y explican varios métodos que se puedan utilizar para calcular raíces cuadradas.
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Método de resolución 

El método de resolución consiste en dibujar una figura como la siguiente y seguir los pasos que se describen a continuación.




En la imagen podemos ver cinco partes esenciales de la raíz cuadrada en el método de resolución:

1- Radical, no es más que el símbolo que indica que es una raíz cuadrada. 

2- Radicando, es el número al que se le obtendrá la raíz cuadrada. 

3- Renglón de la raíz cuadrada, ahí se distinguirá el resultado. 

4- Renglones auxiliares, nos ayudaran a resolver la raíz cuadrada. 

5- Residuo, es el número final del proceso para resolver la raíz cuadrada. 

Los pasos a seguir son estos:




 HYPERLINK "http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Raiz_paso_1.PNG" \o "Aumentar" 
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  Paso 1

Paso 1: Se separa el número del radicando (en el ejemplo, 5836.369) en grupos de dos cifras. 

La separación se hace desde el signo de decimal (si lo hubiera) hacia la derecha y hacia la izquierda. 

Si del lado de los decimales (a la derecha del punto, es decir 369) no hay un número par de cifras, es evidente que quedaría una suelta: en ese caso, se le añadiría un cero. 

Si del lado de los enteros (a la izquierda del punto, es decir, 5836) quedara un número suelto, se quedaría así. 

En la imagen de la derecha podemos ver el número 5836.369 dividido en grupos de dos cifras; después del número 9 se ha agregado un cero (en azul) pues en el lado decimal no puede haber un grupo de una cifra (en el ejemplo, esta separación quedaría así: 58/36.36/90) 




 HYPERLINK "http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Raiz_paso_2.PNG" \o "Aumentar" 
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  Paso 2

Paso 2: Se busca un número que multiplicado por sí mismo (es decir, elevado al cuadrado) de como resultado el número que coincida o que más se aproxime por debajo al primer grupo de números de la izquierda (en el ejemplo, 58). 

El resultado no puede ser mayor que 58. 

Una vez encontrado el número se agrega a la parte de la raíz. 

En este caso el número sería el 7, porque 7x7 es 49. 

Otra posibilidad sería 6x6, pero daría 36 (lo que quedaría más alejado de 58) y 8x8, pero daría 64 (lo que excedería a 58). 
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 Paso 3

Paso 3: El número elegido (7) es el primer resultado de la raíz cuadrada. 

En el paso anterior lo escribíamos en el cajetín de la derecha. 

Ahora lo multiplicamos por sí mismo. 

El resultado (49) se escribe debajo del primer grupo de cifras de la izquierda (58), y se procede a restarlo. 

El resultado de la resta (58-49) es 9. 

Una vez obtenido el resultado de la resta, se baja el siguiente grupo de dos cifras (36), con lo que la siguiente cifra de la raíz es ahora la unión del resultado de la resta anterior con las nuevas cifras bajadas (es decir, 936).

Para continuar la extracción de la raíz cuadrada multiplicamos por 2 el primer resultado (7) y lo escribimos justo debajo de éste, en el siguiente renglón auxiliar (en la imagen, el 14 está escrito justo debajo del 7, ya que 7x2 es 14). 
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 Paso 4

Paso 4: En este paso hay que encontrar un número n que, añadido a 14, y multiplicado por ese mismo n, de como resultado un número igual o inferior a 936. 

Es decir, podría ser 141x1, 142x2, 143x3... y así hasta 149x9. 

Muchas veces se utiliza el procedimiento de tanteo para hallar ese número, si bien se puede emplear el método de dividir las primeras dos cifras del residuo (93) entre el número del renglón auxiliar (14).

La primera cifra del resultado que no sea cero, aunque sea un decimal, es, generalmente, la que buscamos.

 El resultado se agrega al número de la raíz y al del renglón auxiliar. 

En este caso 93 dividido entre 14 es 6. 

De manera que la operación buscada es 146x6= 876 (operación que añadimos en el renglón auxiliar). 

El siguiente resultado de la raíz cuadrada es 6. También procedemos a anotarlo en el radicando. 
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 Paso 5

Paso 5: El procedimiento a seguir es el mismo que anteriormente. 

El resultado de la operación anterior (876) se coloca debajo del número procedente de la resta anterior (936) y se restan. 

Al resultado de la resta (60) se le añade el siguiente grupo de cifras del radical (en este caso, 36). Si el siguiente grupo está después del punto decimal se agrega un punto decimal al número de la raíz. 

El nuevo número obtenido es 6036. 
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 Paso 6

Paso 6: Retomamos el procedimiento del paso 4. La cifra de la raíz (76) se multiplica por dos (resultando 152). 

Buscamos un número que añadido a 152 y multiplicado por ese mismo número nos dé una cantidad aproximada a 6036. Sería, por tanto, 1521x1, 1522x2, 1523x3, etc. 

Lo podemos hacer por tanteo, o por el procedimiento de dividir en este caso, las tres primeras cifras de la raíz por las tres primeras cifras de la línea auxiliar (nótese que antes eran las dos primeras cifras), es decir, 603/152 (el número buscado es 3, ya que el resultado es 3.9 y hemos dicho que la cifra que debemos tomar es la primera). La operación a realizar es, por tanto, 1523x3. 

El resultado (4569) se coloca bajo el último resto y se procede a hallar la diferencia (que es 1467). Una vez realizada la resta se baja el siguiente grupo de cifras y se continúa el proceso. 

Obsérvese que el número a dividir entre renglón auxiliar y residuo va aumentado. 
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 Paso 7

Paso 7: Se continúa el mismo proceso, la raíz se vuelve a multiplicar por dos (ignorando el punto de los decimales). 

El resultado de la multiplicación se agrega al tercer renglón auxiliar, se vuelven a dividir los primeros cuatro números del residuo (1467) entre el resultado de la multiplicación (152), y se obtiene la siguiente cifra para la raíz y el número del renglón auxiliar (9).

 Dicha cifra se multiplica por el número del tercer renglón auxiliar y se le resta al tercer residuo. Se continua el proceso, si ya no hay más cifras la raíz ha terminado. 

En este caso, 76.3 se multiplica por 2 como 763 (763x2) que nos da un resultado de 1526. 

La cifra resultante es 14679 (nótese que son las primeras cuatro cifras, cuando antes eran las tres primeras), y se divide entre 1526, lo que nos da un resultado de 0.9 (como decíamos antes, se toma el primer número aunque sea decimal, por lo tanto, la cifra buscada es 9). 

El nueve se agrega en el renglón de la raíz y el tercer renglón auxiliar, y se multiplica 9 por 15269, lo que da un resultado de 137421, esta cifra se le resta a 146790 y nos da un resultado de 9369. 

La raíz cuadrada de 5836.369 es 76.39, con un residuo de 9369. Recordemos que el cero es sólo un auxiliar. 

Es importante señalar también que la operación anterior utilizada como ejemplo no está completa. Si la continuáramos daría como resultado 76.396132 (con seis decimales).

Variante original del método de resolución 

Cuando calculamos la raíz cuadrada lo que hacemos es poner el doble de los números que llevamos obtenidos en el renglón de la raíz cuadrada, multiplicarlo por diez, sumar eso al número que calculamos que va a ser la siguiente cifra de la raíz cuadrada y multiplicarlo por esa misma cifra, pudiéndose expresar esto, tomando como ejemplo el primer renglón auxiliar como:

[image: image73.png]



o por ejemplo en el segundo renglón auxiliar sería

[image: image74.png]



y en el tercero

[image: image75.png]



esto se puede expresar de manera genérica como:

[image: image76.png](n x2x104+m) xm




y aquí podemos darnos cuenta de una igualdad interesante que pasa desapercibida que es:

[image: image77.png](nx2x104+m) xm




con lo que cada renglón auxiliar se puede expresar como:

[image: image78.png]20 X 7 % 6 4 6°



; 

[image: image79.png]20 x 76 x 3 + 3°




y

[image: image80.png]



Esto no podría tener mayor importancia por el hecho de que la fórmula que usamos para su cómputo ordinario es algo más simple, sobre todo teniendo en cuenta que como se averiguan las cifras de la raíz cuadrada de una en una no hace falta si quiera hallarlas como se ha explicado anteriormente, sino que basta con colocar al lado de ese doble la nueva cifra y multiplicarla por esa misma, viendo que si no se extrajesen los números de uno en uno esta simplificación aritmética mental no sería posible. 

La importancia de esta fórmula residiría en que la usada ordinariamente viene de esa algo más larga, pudiéndose ver en cualquier operación de método de resolución de un algoritmo de raíz de índice n, donde se conserva la segunda estructura más larga aunque siempre más compleja cuando mayor sea el índice de la raíz, siendo inútil en cualquier raíz con un índice superior a 2 esta simplificación ya que al ser la fórmula más larga no produce una simplificación de los mismos efectos, con lo que no contribuye a que sea más fácil la operación, aunque en el cálculo de la raíz cuadra si que simplifica la operación un poco, aunque tampoco tiene demasiada dificultad la segunda fórmula como para no tenerla en cuenta si se quiere calcular la raíz cuadrada de una manera un poco distinta.

Identidad exponencial 

Las calculadoras de bolsillo típicamente implementan buenas rutinas para calcular la función exponencial y el logaritmo natural, entonces calculan la raíz cuadrada de x utilizando la identidad

[image: image81.png]


o [image: image82.png]VT = 10282




La misma identidad es usada cuando se calculan las raíces cuadradas con tablas de logaritmos o reglas de cálculo.

Se puede representar exponencialmente también como

[image: image83.png]



Estimación imprecisa 

Muchos de los métodos de cálculo para raíces cuadradas requieren un valor inicial. 

Si el valor inicial está muy lejos de la raíz cuadrada real, el cálculo será muy lento. 

Por lo tanto es útil tener un cálculo aproximado, que puede ser muy inexacto pero fácil de calcular. 

Una forma de obtener tal estimación para [image: image84.png]


está calculando 3D, donde D es el número de dígitos (a la izquierda del punto decimal) de x. Si x < 1, D es el negativo del número de ceros a la derecha inmediata del punto decimal.

Un mejor método de estimación es éste:

Si D es impar, [image: image85.png]



Si D es par, [image: image86.png]



Al trabajar en el sistema de numeración binario (como lo hacen las computadoras internamente), un método alternativo es utilizar [image: image87.png]o LD/2]



(aquí D es el número de dígitos binarios).

Algoritmo babilónico 



 

  El algoritmo babilónico aproxima un rectángulo a cuadrado
El algoritmo babilónico[1] se centra en el hecho de que cada lado de un cuadrado es la raíz cuadrada del área. 

Fue usado durante muchos años para calcular raíces cuadradas a mano debido a su gran eficacia y rapidez. 

Para calcular una raíz, dibuje un rectángulo cuya área sea el número al que se le busca raíz y luego aproxime la base y la altura del rectángulo hasta formar o por lo menos aproximar un cuadrado.

El algoritmo se puede enunciar sin el uso de dibujos como sigue:

Raíz(x):

Escoja dos números b y h tales que bh = x 

Si [image: image90.png]


vaya al paso 6, si no, vaya al paso 3 

Asigne [image: image91.png]



Asigne [image: image92.png]



Vaya al paso 2 

Escriba "[image: image93.png]


" 
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 Diagrama de flujo del algoritmo babilónico

Este algoritmo aproxima la raíz cuadrada de cualquier número real tanto como se desee. 

Es claro que no se necesita conocer el valor de h, puesto que depende directamente de x y que el área del rectángulo siempre se aproxima a la raíz cuadrada de x sin importar el valor de b siempre y cuando b > 0. 

De esta manera surge la función recursiva
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de manera tal que n es la n-ésima aproximación a [image: image98.png]


. Esto implica que

[image: image99.png]



Puesto que la algunas raíces son números irracionales es necesario definir qué tanto es "aproximadamente". 

Afortunadamente nadie es capaz de escribir un número con una infinita cantidad de dígitos, por lo que el umbral de aproximación se limita a la cantidad de dígitos que se es capaz de escribir. 

Entonces podemos definir que el algoritmo termine en el momento que la última aproximación es la misma que la anterior (es decir, ya no se puede aproximar más).

Descripción formal 

De manera formal, se expresa el algoritmo babilónico usando pseudocódigo de la siguiente manera:

	función [image: image100.png]
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mientras [image: image103.png]
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devolver [image: image106.png]





donde [image: image107.png]po= Y



significa "substituya el valor de x por del de y", y devolver expresa el resultado del algoritmo y su terminación.

Implementación 

En lenguaje C:

double raiz(double x){

    double r = x, t = 0;

    while (t != r){

        t = r;

        r = (x/r + r)/2;

    }

    return r;

}

Puede notarse que el algoritmo se reduce al método de Newton sobre la función f(r)= r2-x.

Fracciones continuas periódicas 
Los irracionales cuadráticos (números de la forma [image: image108.png]


, donde a, b y c son enteros), y en particular, las raíces cuadradas de números enteros, tienen fracciones continuas periódicas. 
Podemos estar interesados a veces no en encontrar el valor numérico de una raíz cuadrada, sino por algo en su expansión como fracción continua. 

El algoritmo iterativo siguiente se puede utilizar para este propósito (S es cualquier número natural que no sea un cuadrado perfecto):
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Hay que notar que mn, dn, y an son siempre enteros. 

El algoritmo termina cuando en este trío el resultado nuevo que obtenemos ya empieza a ser igual al anterior. 

La expansión se repetirá entonces. 

La secuencia [a0; a1, a2, a3, …] es la expansión fracción continua:

[image: image115.png]



Ejemplo, raíz cuadrada de 114 como una fracción continua 

Comenzamos con m0=0; d
Ahora de enlaza de nuevo con la segunda ecuación de arriba.

Por lo tanto, la fracción continua para la raíz cuadrada de 114 es: [image: image116.png]V114 =[10;1,2,10,2,1,20,1,2,10,2,1,20,1,2,10,2, 1, 20





Aproximación de Bakhshali 

Este método para encontrar una aproximación a la raíz cuadrada fue descrito en un manuscrito antiguo llamado manuscrito de Bakhshali. 

Equivale a dos iteraciones del método babilónico comenzando con el número n tal que n2 es el cuadrado más cercano a x.

[image: image117.png]



Ejemplo con la raíz cuadrada de 10.5 

Queriendo calcular [image: image118.png]


con este método lo primero que hacemos es asignarle el número cuadrado perfecto cuyo cubo se acerque más a 10.5, ese número va a ser 3, ya que al dar [image: image119.png]


como resultado 9 se acerca más a 10.5 que [image: image120.png]14



que da 16, con lo que ahora en la igualdad sustituimos:
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Siendo las cifras 384615 periódicas.

Este método da un valor bastante cercano a la raíz cuadrada verdadera del número, se puede observar también que este método al dar el resultado mediante una fracción da un número racional, mientras que la raíz cuadrada real de un número es irracional siempre que este no sea un cuadrado perfecto.

Series de Taylor 

Si N es una aproximación a [image: image124.png]


, una aproximación mejor puede ser encontrada usando la serie de Taylor de la función de la raíz cuadrada:
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Como método iterativo, el orden de convergencia es igual al número de los términos usados. Con 2 términos, es idéntica al método babilónico; con 3 términos, cada iteración toma casi tantas operaciones como la aproximación de Bakhshali, pero converge más lentamente. 

Por lo tanto, esta no es una manera particularmente eficiente del cálculo.

LOGARITMOS
Así como la suma y multiplicación tienen como operaciones opuestas la resta y la división respectivamente, la potenciación tiene dos que son la radicación y la logaritmación.

Definición 

Logaritmación es la operación aritmética donde dando un número total y una base de potenciación se tiene que hayar el exponente al que hay que elevar la base para conseguir el mencionado total.
Términos 

Son: la base del logaritmo, el número total y el exponente o logaritmo.

La base de un logaritmo es el número que elevado al exponente o logaritmo da el número total.

Número total es cualquier número positivo.

El logaritmo es el exponente al que hay que elevar la base para obtener el total.

Ejemplo: Log101000 = 3 donde 10 es la base, 1000 es el total y 3 es el exponente o logaritmo ya que 103 = 1000
Clase más importantes de logaritmos 

Las clases de logaritmos más utilizados son los de base 10 y los neperianos.

Los logaritmos de base 10 o vulgares son aquellos en que la base de potenciación es 10. Fueron inventados y desarrollados por Henry Briggs.

Los logaritmos neperianos o naturales son aquellos que la base potenciación es un número irracional (e). 
El número (e)=2,71828182845 y fueron desarrollados por John Napier.

Otras definiciones 

Si un logaritmo no es exacto tiene una parte positiva y otra decimal.

Característica es la parte positiva del logaritmo.

Mantisa es la parte decimal del logaritmo. Puede haber logaritmos sin mantisa.
Cologaritmo es el logaritmo del inverso de un número.
Así si tenemos N su inverso es 1/N y el cologaritmo será Logb1 / N.

Representación 

Para representar la operación de logaritmación se escribe la abreviatura Log y como subindice la base y después el número total del que deseamos hayar el logaritmo.

Ejemplo: 103 = 1000 luego Log101000 = 3
Propiedades generales básicas 

|1| Los números negativos no tienen logaritmo. 
Es una especie de convenio ya que aparecerían opuestos de los positivos y algunos negativos no tendrían logaritmo como Log2( − 4) donde 22 = 4 y ( − 2)2 = 4 según propiedades de la potenciación.

|2| El logaritmo de su base es 1. 
Así LogbB = 1 ya que B1 = B.

|3| El logaritmo de 1 es cero. 
Así Logb1 = 0 ya que B0 = 1.

|4| Si A>0 y A<1 entonces LogbA es un logaritmo negativo. 
Es lógico ya que el logaritmo de 1 es cero, entonces los menores que uno serán negativos al no poder ser superiores a cero.

|5| Las potencias consecutivas de una base forma una progresión geométrica y la de los exponentes es una progresión aritmética.

Así las potencias de 2 son 1,2,4,8,16..etc y sus exponentes serán 0,1,2,3,4..etc ya que 20 = 1, 21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, y 24 = 16 ..etc luego Log21 = 0, Log22 = 1, Log24 = 2, Log28 = 3 y Log216 = 4...etc.

Propiedades básicas de logaritmos decimales 

|1| La caraterística de un número comprendido entre 1 y otro menor que 10 es cero. 
Es lógico ya que Log101 = 0 y Log1010 = 1 entonces los número comprendido entre 1 y otro menor que 10 serán decimales, con entero 0, que es su característica.

|2| La característica de los números superiores o igual a 10 será un número igual a la cantidad cifras menos 1 del mencionado número.
Así 10,20,30 su característica es 1 y la de 100,150 su característica es 2...etc.

|3| La característica y mantisa de los logaritmos superiores a 0 será positiva. 
Es lógico ya que los números van de forma ascendente en relación al valor absoluto.

|4| La característica de los logaritmos inferiores a 0 será negativa y su mantisa positiva. 
Es lógico ya que los números negativos es mayor el de menor valor absoluto. Así –2>-6.

Los logaritmos negativos se escriben en forma decimal con la característica subrayada seguido de la mantisa. 
Si un logaritmo negativo lo ponemos (–C’mantisa) indicaríamos que la mantisa es negativa; por eso se indica un línea horizontal encima de la característica, indicando que esta se tiene que restar y la mantisa sumar.

Propiedades operativas 

|1| El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores.
DEMOSTRACIÓN: 
Sea Logb(AxB) donde bx = A resultando que Logb(A) = X y by = B resultando Logb(B) = Y donde AxB = (bx)x(by) = b(x + y) al tener un producto de potencias de una misma base.

Entonces Logb(AxB) = Logbb(x + y) = x + y que son los logaritmos de A y B.

|2| El logaritmo de una división es igual a la resta de los logaritmos del dividendo menos el divisor.
DEMOSTRACIÓN: 
Sea Logb(A / B) donde bx = A resultando que Logb(A) = X y by = B resultando Logb(B) = Y, donde A / B = (bx) / (by) = b(x − y) al tener un cociente de potencias de una misma base. Entonces Logb(A / B) = Logbb(x − y) = x − y que son los logaritmos de A y B.

|3| El logaritmo de una potencia es igual al logaritmo de la base por el exponente.
DEMOSTRACIÓN: 
Sea Logb(An) donde An = (AxAxA...etc N veces) como Logb(An) = Logb(AxAxA...etc N veces) que es el logaritmo de un producto y según el apartado 1 sera igual a la suma de los logaritmos de A tantas veces como unidades tiene N, resultado que Logb(An) = NxLogb(A)
|4| El logaritmo de una raíz es igual al logaritmo del radicando dividido por el índice radical.
DEMOSTRACIÓN: 
La logaritmación del radicando R con base (b) y índice radical o logaritmo (n) se puede poner en forma potencial escribiendo LogbR(1 / n) y según el apartado 3, resultará que LogbR(1 / n) = (1 / N)xLogbR = (LogbR) / N.

Cambio de base de un logaritmo 

Para pasar el logaritmo de un número, a otra base, se divide el logaritmo de la base nueva por el logaritmo de la base antigua en base nueva.

Si tenemos Logb1N = H y deseamos pasarlo a una base (b2).

Donde Logb1N = H y Logb2N = I que potenciandolas tendremos B1h = B2i = N.

Sustituyendo N por B1h tendremos que Logb2(B1h) = I, siendo la fórmula anterior el logaritmo de una potencia Logb2(B1h) = HxLogb2B1.

Por transposición de términos tendremos (Logb2(B1h)) / (Logb2B1) = H y reconvertiendo los valores B1h por N, H por Logb1N tendremos (Logb2N) / (Logb2B1) = Logb1N.

	Tabla de logaritmos

	Número
	Logaritmo
	Logaritmo neperiano

	1
	0,000000
	0,000000

	2
	0,301030
	0,693147

	3
	0,477121
	1,098612

	4
	0,602060
	1,386294

	5
	0,698970
	1,609438

	6
	0,778151
	1,791759

	7
	0,845098
	1,945910

	8
	0,903090
	2,079442

	9
	0,954243
	2,197225

	10
	1,000000
	2,302585

	11
	1,041393
	2,397895

	12
	1,079181
	2,484907

	13
	1,113943
	2,564949

	14
	1,146128
	2,639057

	15
	1,176091
	2,708050

	16
	1,204120
	2,772589

	17
	1,230449
	2,833213

	18
	1,255273
	2,890372

	19
	1,278754
	2,944439

	20
	1,301030
	2,995732

	21
	1,322219
	3,044522

	22
	1,342423
	3,091042

	23
	1,361728
	3,135494

	24
	1,380211
	3,178054

	25
	1,397940
	3,218876

	26
	1,414973
	3,258097

	27
	1,431364
	3,295837

	28
	1,447158
	3,332205

	29
	1,462398
	3,367296

	30
	1,477121
	3,401197

	31
	1,491362
	3,433987

	32
	1,505150
	3,465736

	33
	1,518514
	3,496508

	34
	1,531479
	3,526361

	35
	1,544068
	3,555348

	36
	1,556303
	3,583519

	37
	1,568202
	3,610918

	38
	1,579784
	3,637586

	39
	1,591065
	3,663562

	40
	1,602060
	3,688879

	41
	1,612784
	3,713572

	42
	1,623249
	3,737670

	43
	1,633468
	3,761200

	44
	1,643453
	3,784190

	45
	1,653213
	3,806662

	46
	1,662758
	3,828641

	47
	1,672098
	3,850148

	48
	1,681241
	3,871201

	49
	1,690196
	3,891820

	50
	1,698970
	3,912023

	51
	1,707570
	3,931826

	52
	1,716003
	3,951244

	53
	1,724276
	3,970292

	54
	1,732394
	3,988984

	55
	1,740363
	4,007333

	56
	1,748188
	4,025352

	57
	1,755875
	4,043051

	58
	1,763428
	4,060443

	59
	1,770852
	4,077537

	60
	1,778151
	4,094345

	61
	1,785330
	4,110874

	62
	1,792392
	4,127134

	63
	1,799341
	4,143135

	64
	1,806180
	4,158883

	65
	1,812913
	4,174387

	66
	1,819544
	4,189655

	67
	1,826075
	4,204693

	68
	1,832509
	4,219508

	69
	1,838849
	4,234107

	70
	1,845098
	4,248495

	71
	1,851258
	4,262680

	72
	1,857332
	4,276666

	73
	1,863323
	4,290459

	74
	1,869232
	4,304065

	75
	1,875061
	4,317488

	76
	1,880814
	4,330733

	77
	1,886491
	4,343805

	78
	1,892095
	4,356709

	79
	1,897627
	4,369448

	80
	1,903090
	4,382027

	81
	1,908485
	4,394449

	82
	1,913814
	4,406719

	83
	1,919078
	4,418841

	84
	1,924279
	4,430817

	85
	1,929419
	4,442651

	86
	1,934498
	4,454347

	87
	1,939519
	4,465908

	88
	1,944483
	4,477337

	89
	1,949390
	4,488636

	90
	1,954243
	4,499810

	91
	1,959041
	4,510860

	92
	1,963788
	4,521789

	93
	1,968483
	4,532599

	94
	1,973128
	4,543295

	95
	1,977724
	4,553877

	96
	1,982271
	4,564348

	97
	1,986772
	4,574711

	98
	1,991226
	4,584967

	99
	1,995635
	4,595120

	100
	2,000000
	4,605170


  RAZÓN ARITMÉTICA

La razón aritmética de dos cantidades es la división de dichas cantidades. 
La razón aritmética se puede escribir juntando las dos cantidades con el signo : o bien con el signo /. 
Así, la razón aritmética de 6 a 4 se escribe: 6:4 ó 6/4.

El primer término de una razón aritmética recibe el nombre de reciproca y el segundo el de consecuente. 
Así en la razón 6/4, el antecedente es 6 y el consecuente 4.

Como la razón aritmética de dos cantidades no es más que la división indicada de dichas cantidades, las propiedades de las razones aritméticas serán las propiedades de toda multiplicación o división.

a) Si al antecedente de una razón aritmética se le multiplica o divide un número cualquiera, la razón queda aumentada o diminuida el número de veces que indica dicho número. 
b) Si al consecuente de una razón aritmética se le multiplica o se le divide por un número cualquiera, la razón queda disminuida en el primer caso y aumentada en el segundo en la cantidad de veces que indica dicho número. 
c) Si al antecedente y consecuente de una razón aritmética se le multiplica o divide por un mismo número, la razón aritmética no varía.

PROPORCIONES ARITMÉTICAS 

Una "proporción aritmética" es la igualdad de dos razones aritméticas. 
Las proporciones aritméticas se pueden representar de dos maneras distintas:

a/b = c/d (o bien a:b = c:d )
y se lee "a es a b como c es a d".

Los términos primero y cuarto de una proporción aritmética reciben el nombre de extremos, mientras que los términos segundo y tercero se denominan medios. 
Los términos primero y tercero reciben el nombre de antecedentes, mientras que los términos segundo y cuarto se llaman consecuentes.

Así sea la proporción aritmética 10:5 = 8:4. 
Los términos 10 y 4 (son extremos) y, 5 y 8 (son medios).

Las proporciones aritméticas cuyos medios no son iguales reciben el nombre de proporciones aritméticas discretas. 

Por el contrario, si los medios de la proporción aritmética son iguales, ésta recibe el nombre de continua. 

En el caso del ejemplo se trata de una proporción aritmética discreta porque sus medios son desiguales (5 y 8).

En toda proporción aritmética (no continua):

El producto de los extremos será igual al producto de los medios. 

(10×4 = 5×8)

Se define la media aritmética de una proporción aritmética continua como cada uno de los medios iguales de dicha proporción aritmética. 
Sea: 10-8::8-6. 
La media aritmética es 8.

La media aritmética de una proporción aritmética es igual a la semisuma de los extremos.

La razón geométrica de dos números es el cociente exacto de dividir el primero a por el segundo b y se representa:

a:b 

se lee a es a b como c es a d

Donde el a, b son entero, fraccionario o mixto (desde el punto de la aritmética).

Las razones se pueden escribir de tres maneras diferentes:

Ejemplo:

2 es a 1 

2:1 /1 

2/1 

Por lo tanto toda razón se puede expresar como una fracción y eventualmente como un decimal.
REGLA DE TRES



La regla de tres es una forma de resolución de problemas de proporcionalidad entre tres o más valores conocidos y una incógnita. 
En ella se establece una relación de linealidad (proporcionalidad) entre los valores involucrados.

La regla de tres más conocida es la regla de tres simple directa, si bien resulta muy práctico conocer la regla de tres simple inversa y la regla de tres compuesta, pues son de sencillo manejo y pueden utilizarse para la resolución de problemas cotidianos de manera efectiva.

Regla de tres simple directa 

Imaginemos que se nos plantea lo siguiente:

	Problema a resolver: si necesito 3,5 litros de pintura para pintar 2 habitaciones, ¿cuántos litros necesito para pintar 7 habitaciones?


Este problema suele interpretarse de la siguiente manera:

	2 habitaciones son a 3,5 litros como 7 habitaciones son a Y litros.


La solución es una "regla de tres simple directa": basta con multiplicar 7 por 3,5 y el resultado dividirlo entre 2. 
Necesitaré, por tanto, 12,25 litros de pintura. 
De manera formal, la regla de tres simple directa enuncia el problema de la siguiente manera:

	A es a B como X es a Y


lo que suele representarse así:

[image: image127.png]



donde A es 2, B es 3,5, X es 7 e Y es el término desconocido. 
Para resolver todas las reglas de tres simples directas basta con recordar la siguiente fórmula:

[image: image128.png]



Regla de tres simple inversa 

En la regla de tres simple directa, cuando el tercer término (X) crece, también crece el término que intentamos averiguar (Y), y viceversa. 
En el ejemplo anterior, cuando el número de habitaciones aumenta, es obvio que necesitaremos más pintura, y cuando el número de habitaciones es menor, necesitaremos menos pintura. 
Es lo que se llama una relación directamente proporcional. 
Sin embargo la vida cotidiana puede ofrecer situaciones en las cuales la relación sea inversamente proporcional, es decir, si aumenta X, entonces Y disminuye, y viceversa. 
Veamos el siguiente ejemplo:

	Problema a resolver: si 8 trabajadores construyen un muro en 10 horas, ¿cuánto tardarán 5 obreros en levantar el mismo muro?


Si se observa con atención el sentido del enunciado, resulta evidente que cuantos menos obreros trabajen, más horas necesitarán para levantar el mismo muro (suponiendo que todos trabajan a la misma velocidad). 
Tenemos por tanto una relación de proporcionalidad inversa, y deberemos aplicar una regla de tres simple inversa. 
Su resolución en este caso se plantea inicialmente de la misma forma, pero se resuelve de manera distinta. 
Al igual que antes, tenemos:

	8 trabajadores son a 10 horas, como 5 trabajadores son a Y horas.


La solución pasa por multiplicar 8 por 10, y el resultado dividirlo por 5. Necesitarán, por tanto, 16 horas (nótese que si fuera una regla de tres directa hubiéramos operado multiplicando 5 por 10 y dividiendo el resultado por 8, lo que nos daría un resultado equivocado).

Formalizado, como antes:

	A es a B como X es a Y


lo que se representa como:

[image: image129.png]



Siendo la solución formalizada la siguiente (nótese el cambio de orden de los valores):
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Es importante examinar con atención el enunciado para descubrir si se trata de una proporción directa o inversa.

Regla de tres compuesta 

En ocasiones el problema planteado involucra más de tres cantidades conocidas, además de la desconocida. 
Observemos el siguiente ejemplo:

	Problema a resolver: Si 12 trabajadores construyen un muro de 100 metros en 15 horas, ¿cuántos trabajadores se necesitarán para levantar un muro de 75 metros en 26 horas?


En el problema planteado aparecen dos relaciones de proporcionalidad al mismo tiempo. 
Además, para completar el ejemplo, se ha incluido una relación inversa y otra directa. En efecto, si un muro de 100 metros lo construyen 12 trabajadores, es evidente que para construir un muro de 75 metros se necesitarán menos trabajadores. 
Cuanto más pequeño es el muro, menos número de obreros precisamos: se trata de una relación de proporcionalidad directa.
 Por otro lado, si disponemos de 15 horas para que trabajen 12 obreros, es evidente de disponiendo de 26 horas necesitaremos menos obreros.
Al aumentar una cantidad, disminuye la otra: se trata de una relación de proporcionalidad inversa.

El problema se enunciaría así:

	100 metros son a 15 horas y 12 trabajadores como 75 metros son a 26 horas e Y trabajadores.


La solución al problema es multiplicar 12 por 75 y por 15, y el resultado dividirlo entre el producto de 100 por 26. 
Por tanto, 13500 entre 2600 resulta 5,19 (lo que por redondeo resultan ser 5 trabajadores).

Formalmente el problema se plantea así:

[image: image131.png]A — b— C
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La resolución implica plantear cada regla de tres simple por separado. 
Por un lado, la primera: 

[image: image132.png]


...que, recordemos, es directa, y se resuelve así: [image: image133.png]



A continuación planteamos la segunda: 

[image: image134.png]


...que, recordemos, es inversa, y se resuelve así: [image: image135.png]5-C




A continuación unimos ambas operaciones en una sola, teniendo cuidado de no repetir ningún término (es decir, añadiendo el término C una sola vez): 

[image: image136.png]X-b-C




lo que nos da la solución buscada.

El problema se puede plantear con todos los términos que se quiera, sean todas las relaciones directas, todas inversas o mezcladas, como en el caso anterior. 
Cada regla ha de plantearse con sumo cuidado, teniendo en cuenta si es inversa o directa, y teniendo en cuenta (esto es muy importante) no repetir ningún término al unir cada una de las relaciones simples.

Campo de aplicación 

Como se ha comentado, la regla de tres es un mecanismo sencillo y extremadamente útil que sólo se puede establecer cuando existe una relación de linealidad entre los valores que pueden tomar las variables que intervienen. 
Sin embargo no es siempre fácil averiguar si existe tal relación, de modo que es necesario utilizar para ello el sentido común y la experiencia.

Demostración 

La regla de tres se fundamenta en una relación de proporcionalidad. 
Una cantidad es a otra, como una tercera lo es a una cuarta. Como ya se ha comentado, la regla de tres establece una relación de proporcionalidad, por lo que rápidamente se observa que:
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Donde k es la constante de proporcionalidad, despejando se obtiene que:

[image: image138.png]



Es fácil ver que si X= 0 entonces Y= 0.

Ejemplos 

Para pasar 60 grados a radianes podríamos establecer la siguiente regla de tres: 

Ubicamos la incógnita en la primera posición:

[image: image139.png]1807 — 7
60 — X




Esto formaliza la pregunta "¿Cuántos radianes hay en 60 grados, dado que π radianes son 180 grados?". 
Así tenemos que:
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Donde π es el Número π.

Una técnica útil para recordar cómo encontrar la solución de una regla de tres es la siguiente: X es igual al producto de los términos cruzados (π y 60, en este caso) dividido por el término que está frente a X.

Calcular cuántos minutos hay en 7 horas. 
Sabemos que hay 60 minutos en 1 hora, por lo que escribimos: 
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El resultado es:

[image: image142.png]X = y = 420 minutos




REGLA DE INTERÉS

CAPITAL(C)
Se denomina capital a toda cantidad de dinero, bien material, servicio o esfuerzo humano que se va a prestar o alquilar para que luego de un tiempo produzca una ganancia.

TIEMPO(t)
Es el periodo durante el cual se va a ceder o imponer el capital. 

El conteo de plazo comprendido entre una fecha inicial y una fecha final se hallara al aplicar el método de los días terminales, el cual consiste en considerar todos los días posteriores a la fecha inicial que no sean posteriores a la fecha final. 

Se excluye el día correspondiente a la fecha inicial.

INTERÉS (I)
Es la ganancia, beneficio o utilidad que produce el capital durante cierto tiempo y bajo ciertas condiciones.

TASA DE INTERÉS (r%)
También llamado rédito, es la ganancia que se obtienen por cada 100 unidades monetarias en un cierto tiempo, por ello se expresa generalmente como un tanto por ciento.

Nota: Cuando no se indique la unidad de tiempo referida a la tasa, se asumirá una tasa anual.
Tasas Equivalentes

Dos tasas son equivalentes si colocadas ambas durante el mismo tiempo se obtienen la misma ganancia.

Ejemplos:

2% mensual <> 4% bimestral

6% trimestral 
12% semestral
24% anual

CLASES DE INTERÉS

INTERÉS SIMPLE

Es cuando el interés o ganancia que genera el capital de préstamo no se acumula al capital, sino hasta el final de todo el proceso de préstamo o alquiler.

I= C.r%.t
Nota: Se deberá tomar en cuenta que las unidades del tiempo y tasa deben ser las mismas.

Monto ( M)
Es la suma del capital más los intereses que se obtienen hasta un determinado momento.

M=C+I
también:

M=C.(1+r%.t)

INTERÉS COMPUESTO

Es cuando el interés que genera el capital prestado se acumula al capitál al final de cada intervalo de tiempo especifico. 

Este procedimiento recibe el nombre de Proceso de Capitalización.

M=C.(1+r%)^n

n : numero de periodos de capitalización

Nota: 

El periodo de capitalización determina las unidades de la tasa y el tiempo que se debe utilizar necesariamente.

